
   

 
 
 
 

						

 

1 Équations Différentielles 

Mathématiques 
 

Équations Différentielles 
 
 
Rappels : 

v Soit une équation différentielle du type : 
𝑦′ = 𝑎𝑦 

Alors les solutions générales sont de la forme  
𝑦(𝑥) = 𝐾𝑒!"				avec	𝐾 ∈ ℝ 

 
 
v Soit une équation différentielle du type : 

𝑦# = 𝑎𝑦 + 𝑏 
Alors les solutions générales sont de la forme  

𝑦(𝑥) = 𝐾𝑒!" −
𝑏
𝑎
				avec	𝐾 ∈ ℝ 

 
 
v Soit une équation différentielle du type : 

𝑎𝑦# + 𝑏𝑦 = 𝑓(𝑥) 
Alors nous cherchons les solutions de l’équation en 2 étapes : 

Ø 1ère étape : Solution générale de l’équation homogène  

𝑎𝑦# + 𝑏𝑦 = 0	 ⇔ 𝑦# = −
𝑏
𝑎
𝑦 

Donc les solutions générales de l’équation homogène, notée 𝑦$  sont de la forme  

𝑦$ = 	𝐾𝑒%
&
!"			avec	𝐾 ∈ ℝ 

Ø 2ème étape : Solution particulière de l’équation homogène 
Cette solution dépend de notre 𝑓(𝑥), (voir différents cas dans les exercices). 
Elle sera notée 𝑦'. 

Ø Les solutions de notre équation différentielle sont donc de la forme : 
𝑦(𝑥) = 𝑦$ + 𝑦' 

 

 

 

 

 

 

 



   

 
 
 
 

						

 

2 Équations Différentielles 

Mathématiques 
 

 

 

a) On pose 𝑦 = 𝑔(𝑥) = (
)
𝑒*" et 𝑦# = 𝑔#(𝑥) = *

)
𝑒*" 

𝑔#(𝑥) + 2𝑔(𝑥) =
3
5
𝑒*" +

2
5
𝑒*" =

5
5
𝑒*" = 𝑒*" 

Donc 𝑔 est solution de l’équation (E). 

 

b) Montrons que f est solution de (E) ⟺ la fonction 𝒇 − 𝒈 est solution de l’équation 

différentielle 𝒚# + 𝟐𝒚 = 𝟎. 

 

• Supposons que f est solution de (E), montrons que 𝒇 − 𝒈 est solution de l’équation 

différentielle 𝒚# + 𝟐𝒚 = 𝟎. 

Comme f est solution de (E), on a :  

𝑓′ + 2𝑓 = 𝑒*" 

(𝑓 − 𝑔)# = 𝑓# − 𝑔# 

(𝒇 − 𝒈)# + 𝟐(𝒇 − 𝒈) = 𝑓# − 𝑔# + 2𝑓 − 2𝑔 = 𝑓# + 2𝑓 − 𝑔# − 2𝑔 = 𝑒*" − 𝑔# − 2𝑔 

= 𝑒*" −
3
5
𝑒*" −

2
5
𝑒*" = 𝟎 

 

Donc 𝑓 − 𝑔 est solution de l’équation différentielle 𝑦# + 2𝑦 = 0. 

 

 

 

 



   

 
 
 
 

						

 

3 Équations Différentielles 

Mathématiques 
 

 

• Supposons que 𝒇 − 𝒈 est solution de l’équation différentielle 𝒚# + 𝟐𝒚 = 𝟎, 

montrons que f est solution de (E). 

Comme 𝑓 − 𝑔 est solution de l’équation différentielle 𝑦# + 2𝑦 = 0, on a : 

(𝑓 − 𝑔)# + 2(𝑓 − 𝑔) = 0 

𝑓# − 𝑔# + 2𝑓 − 2𝑔 = 0 

𝑓# + 2𝑓 − 𝑔# − 2𝑔 = 0 

𝑓# + 2𝑓 = 𝑔# + 2𝑔 

𝑓# + 2𝑓 = 𝑒*" 

Donc f est solution de (E). 

 

Donc f est solution de (E) ⟺ la fonction 𝒇 − 𝒈 est solution de l’équation différentielle 𝒚# + 𝟐𝒚 = 𝟎. 

 

c)   

𝑦(𝑥) = 𝑦$ + 𝑦' 
 

𝑦# + 2𝑦 = 0	 ⇔ 𝑦# = −2𝑦 
Donc les solutions générales de l’équation homogène, notée 𝑦$  sont de la forme  

𝑦$ = 	𝐾𝑒%+"			avec	𝐾 ∈ ℝ 
 

𝑦(𝑥) = 𝐾𝑒%+" +
1
5
𝑒*"	avec	𝐾 ∈ ℝ 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



   

 
 
 
 

						

 

4 Équations Différentielles 

Mathématiques 
 
 

 
a)  

1 −
𝑒"

𝑒" + 1
−

𝑒"

(𝑒" + 1)+
=
(𝑒" + 1)+

(𝑒" + 1)+
−
𝑒"(𝑒" + 1)
(𝑒" + 1)+

−
𝑒"

(𝑒" + 1)+
 

 

=
(𝑒" + 1)+ − 𝑒"(𝑒" + 1) − 𝑒"

(𝑒" + 1)+
=
𝑒+" + 2𝑒" + 1 − 𝑒+" − 𝑒" − 𝑒"

(𝑒" + 1)+
=

1
(𝑒" + 1)+

= 𝑓(𝑥) 

 

b)   

𝐹(𝑥) = 𝑥 − ln(𝑒" + 1) +
1

𝑒" + 1
+ 𝐶	𝑎𝑣𝑒𝑐	𝐶 ∈ ℝ 

𝐹(0) = 1 

Donc :  

0 − ln(𝑒, + 1) +
1

𝑒, + 1
+ 𝐶 = 1 

− ln(1 + 1) +
1

1 + 1
+ 𝐶 = 1 

− ln(2) +
1
2
+ 𝐶 = 1 

𝐶 = 1 −
1
2
+ ln(2) 

𝐶 =
1
2
+ ln(2) 
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2) a)  

Montrons que 𝟐𝟎𝟎𝒙## + 𝟐𝟓𝒙# = 𝟓𝟎 ⟺ 𝒗# = −𝟎, 𝟏𝟐𝟓𝒗 + 𝟎, 𝟐𝟓. 

 

• Supposons que 𝟐𝟎𝟎𝒙## + 𝟐𝟓𝒙# = 𝟓𝟎, montrons que 𝒗# = −𝟎, 𝟏𝟐𝟓𝒗 + 𝟎, 𝟐𝟓. 

 

200𝑥## + 25𝑥# = 50 

Comme 𝑥# = 𝑣, on a aussi 𝑥## = 𝑣#, et donc :  

200𝑣# + 25𝑣 = 50 

200𝑣# = 50 − 25𝑣 

𝑣# =
50
200

−
25𝑣
200

 

Donc : 

𝑣# = 0,25 − 0,125𝑣 
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• Supposons que 𝒗# = −𝟎, 𝟏𝟐𝟓𝒗 + 𝟎, 𝟐𝟓, montrons que 𝟐𝟎𝟎𝒙## + 𝟐𝟓𝒙# = 𝟓𝟎. 

 

𝑣# = 0,25 − 0,125𝑣 

Comme 𝑥# = 𝑣, on a aussi 𝑥## = 𝑣#, et donc :  

𝑥## = 0,25 − 0,125𝑥# 

𝑥## + 0,125𝑥# = 0,25 

50
0,25

𝑥## +
50
0,25

0,125𝑥# = 0,25 ×
50
0,25

 

200𝑥## + 25𝑥# = 50 

 

b)  

𝑦# = 𝑎𝑦 + 𝑏 
Alors les solutions générales sont de la forme  

𝑦(𝑡) = 𝐾𝑒!- −
𝑏
𝑎
				avec	𝐾 ∈ ℝ 

 

𝑦# = −0,125𝑦 + 0,25 

𝑦(𝑡) = 𝐾𝑒%,,(+)- +
0,25
0,125

				avec	𝐾 ∈ ℝ 

𝑦(𝑡) = 𝐾𝑒%,,(+)- + 2				avec	𝐾 ∈ ℝ 

c)   

𝑦(𝑥) = 𝐾𝑒%,,(+)- + 2 

𝑦(0) = 𝐾𝑒%,,(+)×, + 2 = 0 

𝐾 × 1 + 2 = 0 

𝐾 = −2 

𝑣(𝑡) = −2𝑒%,,(+)- + 2 

d)   

lim
-→12

𝑒%,,(+)- = 01 

lim
-→12

𝑣(𝑡) = 2 

 

Plus le temps passe, et plus la vitesse s’approche de 2 m/s. 
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3) a)  

𝑣(𝑡) = −2𝑒%,,(+)- + 2 

𝑥#(𝑡) = 𝑣(𝑡) 

Déterminer 𝑥(𝑡) revient à trouver la primitive de 𝑣(𝑡). 

𝑥(𝑡) =
2

0,125
𝑒%,,(+)- + 2𝑡 + 𝐶 

𝑥(𝑡) = 16𝑒%,,(+)- + 2𝑡 + 𝐶 

Comme  

𝑥(0) = 16𝑒%,,(+)×, + 2 × 0 + 𝐶 = 0 

16 + 𝐶 = 0 

𝐶 = −16 

𝑥(𝑡) = 16𝑒%,,(+)- + 2𝑡 − 16 

b)  

𝑥(30) = 16𝑒%,,(+)×*, + 2 × 30 − 16 ≈ 44,4	𝑚 

 

 


