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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Rappels :

«* Soit une équation différentielle du type :
y'=ay
Alors les solutions générales sont de la forme

y(x) = Ke* avecK € R

«» Soit une équation différentielle du type :
y' =ay+b
Alors les solutions générales sont de la forme

b
y(x) = Ke*™ —2 avecK e R

«»* Soit une équation différentielle du type :

ay' + by = f(x)
Alors nous cherchons les solutions de I’équation en 2 étapes :

> 1% étape : Solution générale de I’équation homogéne
b
ay' +by =0 @y’z—ay

Donc les solutions générales de I’équation homogene, notée y,; sont de la forme

X

Ve = Ke_g avecK € R
> 2°me étape : Solution particuliére de I'équation homogéne
Cette solution dépend de notre f(x), (voir différents cas dans les exercices).
Elle sera notée y,,.
» Les solutions de notre équation différentielle sont donc de la forme :

y(x) =yc + ¥
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a) Onposey =g(x) =ze*ety’ = g'(x) = 2%

3 2 5
gl(x) + Zg(x) — §e3x +§33x — §e3x — e3x

Donc g est solution de I'équation (E).

b) Montrons que f est solution de (E) & la fonction [ — g est solution de I'équation

différentielle y’ + 2y = 0.

e Supposons que f est solution de (E), montrons que [ — g est solution de I'équation
différentielle y’ + 2y = 0.

Comme f est solution de (E), on a:

f'+2f =e3*
-9 =f-g
F- +2(f-g) =f—-g +2f-2g9=f'+2f-g —2g=e3*—-g —2g
3 2
— .3x _ 2 3x _ 2 3x _
e 5e 5e 0

Donc f — g est solution de I'équation différentielle y' + 2y = 0.
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e Supposons que f — g est solution de I'équation différentielle y' + 2y = 0,
montrons que f est solution de (E).
Comme f — g est solution de I'équation différentielle y’ + 2y = 0,0n a:
fF-9'+2(f-9) =0
f'=g9' +2f—-2g=0
ff+2f-9'—29=0
f'+2f=g"+2g
fl+2f =e3*

Donc f est solution de (E).

Donc f est solution de (E) < la fonction f — g est solution de I’équation différentielle y' + 2y = 0.
g Yy y

<)
yx) =yc + ¥

y'+2y=0 ey =-2y
Donc les solutions générales de I’équation homogene, notée y, sont de la forme
y¢ = Ke™* avecK € R

— —-2x 1 3x
y(x) = Ke +5e avecK € R




a)

" e e*  (e*+1)? e*(e*+1) e
ex+1 (e*+1)2 (e*+1)2 (e*+1)2 (e +1)?2

_(e"+1)2—ex(ex+1)—e"_e2x+2e"+1—ez"—e"—e"_ 1 .
B (e* +1)? B (e* +1)? _(e"+1)2_fx
b)

F =x—1 X 4+1 eER

(x) = x —In(e* + )+ex+1+CavecC

F(0O)=1
Donc:
0—In(e®+1)+ +C=1

et +1

1
—In(1+1)+—— =1
n(1+ )+-1*_14-C

1
—ln(2)+§+C=1

1
C=1—§+mﬂ)

1
C= §+11’1(2)
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2)a)
Montrons que 200x" + 25x' = 50 v’ = —0,125v + 0, 25.

e Supposons que 200x" + 25x" = 50, montrons que v’ = —0,125v + 0, 25.

200x" 4+ 25x' =50
Comme x’ = v,onaaussix”’ =v', etdonc:
200v" + 25v =50
200v' =50 — 25v
50 25v

V' =200 200

Donc:

v'=0,25—-0,125v
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| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
e Supposons que v’ = —0,125v + 0,25, montrons que

v' =0,25-0,125v
Comme x’ = v,onaaussix”’ =v', etdonc:

x" =0,25—-0,125x'

x"+0,125x" = 0,25

50 i+ 2% 0125k = 0,25 x 2
025% To25 % T2 X005

200x"" 4+ 25x' =50

b)
y' =ay+b

Alors les solutions générales sont de la forme

b
y(t) = Ke% - aveckK € R

y' =-0,125y + 0,25

)

0,25
y(t) = Ke™0125t 4 O1zE avecK €R

y(t) = Ke %125t + 2 avecK € R

c)

y(x) = Ke=®125t 4 2

y(0) = Ke~%125%0 4 2 =0
Kx14+2=0
K=-2

v(t) = —2¢70425¢ 4.2
d)
0125t _ )+

lim e

t—>+o

lim v(t) =2

t—+o0

Plus le temps passe, et plus la vitesse s’approche de 2 m/s.
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3)a)
v(t) = —270125t 4 2
x'(t) = v(t)

Déterminer x(t) revient a trouver la primitive de v(t).

e 01t 42t + C

O =5123

x(t) = 16e~%125t 4 2t + C

Comme
x(0) = 16e7%125X0 + 2 x 0+ C =0
16+C=0
C=-16

x(t) = 16e~%125t + 2t — 16

b)
x(30) = 16e70125%30 1. 2 % 30 — 16 ~ 44,4 m
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